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Medición parcial

∣ψ1⟩

b

∣ψ′1⟩ ∣ψ1⟩ = α ∣00⟩ + β ∣01⟩ + γ ∣10⟩ + δ ∣11⟩

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

si b = 0 ∣ψ′1⟩ =
α ∣0⟩ + γ ∣1⟩√
∣α∣2+∣γ∣2

si b = 1 ∣ψ′1⟩ =
β ∣0⟩ + δ ∣1⟩√
∣β∣2+∣δ∣2



Ejemplo con el estado de Bell

∣0⟩

∣0⟩

H
∣ψ1⟩

b

∣ψ′1⟩ ∣ψ1⟩ =
∣00⟩ + ∣11⟩√

2

{ si b = 0 ∣ψ′1⟩ = ∣0⟩
si b = 1 ∣ψ′1⟩ = ∣1⟩

Ô⇒ ∣ψ′1⟩ =
∣0⟩ + ∣1⟩√

2
=H ∣0⟩



Circuito para el algoritmo de Shor

∣0⟩
⊗n

∣0⟩
⊗n

H⊗n
∣ψ0⟩

E
a,N

∣ψ1⟩

∣ψ0⟩ = 1√
2n

2n−1
∑
k=0
∣k⟩ ⊗ ∣0⟩ ∣ψ1⟩ = 1√

2n

2n−1
∑
k=0
∣k⟩ ⊗ ∣ak⟩

El circuito calcula todos los ak mod N para k ≤ N

Cómo conseguir r, el k que da ak ≡ 1 (mod N) ?



∣0⟩
⊗n

∣0⟩
⊗n

H⊗n E
a,N

∣ψ1⟩

b

∣ψ′1⟩

∣ψ1⟩ = 1√
2n

2n−1
∑
k=0
∣k⟩ ⊗ ∣ak⟩ k = αr + β 0 ≤ β < r 0 ≤ α < 2n/r

Hipótesis simplificadora: r∣2n ∣ψ1⟩ = 1√
2n

r−1
∑
β=0

2n
r −1
∑
α=0
∣αr + β⟩ ∣aβ⟩

La medición fija un β0 b = aβ0 ∣ψ′1⟩ =
√
r√
2n

2n
r −1
∑
α=0
∣αr + β0⟩



Medición de ∣ψ′1⟩

∣ψ′1⟩ =
√
r√
2n

2n
r −1
∑
α=0
∣αr + β0⟩ Una distribución de probabilidad periódica

2n

Probabilidad
r

β0 r + β0 ⋯ αr + β0



Transformada discreta de Fourier

F ∶ CN→ CN

x↦ F(x) = x̃ x̃k = 1
N

N−1
∑
j=0

xje
−2iπ kjN

Transformada cuántica de Fourier

F̂ ∣k⟩ = 1√
2n

2n−1
∑
j=0

e2iπ
kj
2n ∣j⟩ = 1√

2n

2n−1
∑
j=0

ωkj ∣j⟩ con ω = e2iπ
2n

Estado cuántico ∣ψ⟩ =
2n−1
∑
k=0

αk ∣k⟩ por linearidad F̂ ∣ψ⟩ =
2n−1
∑
k=0

αkF̂ ∣k⟩



N−1
∑
k=0

zk = 1 + z + z2 + ... + zN−1 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

N si z = 1
1 − zN
1 − z sino

Demonstración:
(1−z)(1+z +z2+ ...+zN−1) =

1 + z + z2 + ... + zN−1

− z − z2 − ... − zN−1 − zN
= 1−zN

Con z = e2iπ
j
N 1 − zN = 1 − e2iπj = 0

1
N

N−1
∑
k=0

e2iπ
kj
N = 1

N

N−1
∑
k=0
(e2iπ

j
N )k = {1 si j

N es entero
0 sino



0

i

ω0 = 1

ω = e2iπ/5

ω2 = e4iπ/5

ω3 = e6iπ/5

ω4 = e8iπ/5

ω = e2iπ
N ejemplo con N = 5



La transformada cuántica de Fourier es unitaria

Transforma la base ∣0⟩ , ∣1⟩ , ..., ∣2n − 1⟩ en otra base ortonormal

Definición de ortonormal: p ≠ q⇒ ⟨p∣q⟩ = 0 y ⟨p∣p⟩ = 1

⟨F̂k∣F̂ℓ⟩ = (F̂† ⟨k∣ )F̂ ∣ℓ⟩ = ( 1√
2n

2n−1
∑
p=0

e−2iπ
kp
2n ⟨p∣ )( 1√

2n

2n−1
∑
q=0

e2iπ
ℓq
2n ∣q⟩ )

= 1
2n

2n−1
∑
p=0

2n−1
∑
q=0

e
2iπ
2n (ℓq−kp) ⟨p∣q⟩ = 1

2n

2n−1
∑
p=0

e
2iπ
2n (ℓp−kp) ⟨p∣p⟩ = 1

2n

2n−1
∑
p=0
(e2iπ ℓ−k2n )p

= {1 si k = ℓ ya que ℓ−k
2n es entero

0 si k ≠ ℓ ya que ℓ−k
2n no es entero porque 0 < ∣ℓ − k∣ < 2n



∣0⟩
⊗n

∣0⟩
⊗n

H⊗n E
a,N

∣ψ1⟩ ∣ψ
′

1⟩

F̂
†
∣ψ′2⟩

Hipótesis simplificadora: r∣2n ∣ψ′1⟩ =
√
r√
2n

2n
r −1
∑
α=0
∣αr + β0⟩

∣ψ′2⟩ = F̂† ∣ψ′1⟩ =
√
r√
2n

2n
r −1
∑
α=0
F̂† ∣αr + β0⟩ =

√
r√
2n

2n
r −1
∑
α=0

1√
2n

2n−1
∑
j=0
e−2iπ

αr+β0
2n j ∣j⟩

=
√
r

2n

2n−1
∑
j=0

2n
r −1
∑
α=0

e−2iπ
αr
2n je−2iπ

β0
2n j ∣j⟩ =

√
r

2n

2n−1
∑
j=0

⎛
⎝

2n
r −1
∑
α=0

e
−2iπ αj

2n/r
⎞
⎠
e−2iπ

β0
2n j ∣j⟩



∣ψ′2⟩ =
√
r

2n

2n−1
∑
j=0

⎛
⎝

2n
r −1
∑
α=0

e
−2iπ αj

2n/r
⎞
⎠
e−2iπ

β0
2n j ∣j⟩

r
2n

2n
r −1
∑
α=0

e
−2iπ αj

2n/r =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 si j
2n/r es un entero

0 sino
Los j tales que j

2n/r sea entero son los múltiples de 2n

r es decir que j = ℓ2nr
0 ≤ j < 2n⇔ 0 ≤ j

2n/r < r⇔ 0 ≤ ℓ < r

∣ψ′2⟩ = 1√
r

0≤j<2n

∑
j

2n/r
∈N
e−2iπ

β0
2n j ∣j⟩ = 1√

r

r−1
∑
ℓ=0
e−2iπ

β0
r ℓ ∣2nℓr ⟩

β0 desaparece con la medición



∣0⟩
⊗n

∣0⟩
⊗n

H⊗n E
a,N

F̂
†
∣ψ′2⟩

m = 2nℓ0
r

Como calcular r utilizando m?
1. Reducir la fracción m

2n →
p
q

2. Si q = 1 es decir si ℓ0 es un múltiple de r, correr de nuevo el circuito
3. Calcular aq, si aq = 1 entonces r = q ∎
4. Si aq ≠ 1 es que mcd(ℓ0, r) ≠ 1 y q es un divisor de r

Empezar de nuevo el algoritmo con a′ = aq, sabemos que r′ = r/q
Como r tiene un número finito de divisores, el proceso tiene fin



Puntos por tratar

Como hacer sin la hipótesis: r∣2n

es decir cuando r no es una potencia de 2

Circuito y complejidad algorı́tmica de F̂

la transformada cuántica de Fourier


