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Factorizar N en factores primos

El algoritmo de Shor permite conseguir un factor no trivial de N

Descomposición en factores primos:

0. Utilizar un test de primalidad, siN es primo el resultado esN , y sino

1. Utilizar Shor para conseguir un factor d de N con 1 < d < N

2. Reiterar con d y N/d



Conseguir un factor de N (3)

1. Tomar a < N al azar
Si mcd(a,N) ≠ 1 Factor de N : mcd(a,N)

2. Calcular r = ordN(a)
Si r es impar Ð→ 1.
Si ar/2 + 1 ≡ 0 (mod N) Ð→ 1.

3. mcd(ar/2 − 1,N) y mcd(ar/2 + 1,N)

Descomposición en factores primos: N =
k

∏
i=1
pαii con pi > 2

Probabilidad de r par y ar/2 + 1 ≢ 0 (mod N) es 1 − 1
2k−1



Verificar que N ≠ dk

El número de dı́gitos binarios de N es ⌊log2N⌋ + 1

Es de notar que: N = dk⇔ k = logdN ≤ log2N

Algoritmo: para k = 2, 3, ..., ⌊log2N⌋

1. Calcular una aproximación numérica de N 1/k

2. Tomar d = ⌊N 1/k⌋ y verificar que dk ≠ N y (d + 1)k ≠ N



Conseguir un factor de N
0. Condiciones iniciales sobre N

Si N es primo Factorización terminada
Si N es par 2 y N/2
Si N = dk d, d1, d2, ..., dk−1

1. Tomar a < N al azar
Si mcd(a,N) ≠ 1 mcd(a,N)

2. Calcular r = ordN(a)
Si r es impar o ar/2 + 1 ≡ 0 (mod N) regresar a 1.

eso se produce con una probabilidad ≤ 1
2

3. mcd(ar/2 − 1,N) y mcd(ar/2 + 1,N)



Que hace Peter Shor

1. Muestra que problema de factorización es equivalente a

Conseguir el periodo de una exponenciación modular

Exponenciación modular: f(k) = ak mod N con a < N

2. Diseña un algoritmo cuántico de complejidad polinomial

para conseguir ese periodo



Exponenciación modular cuántica (1)

∣k⟩

∣y⟩
E
a,N

∣k⟩

∣y ⊕ f(k)⟩

a < N f(k) = ak mod N

E (∣k⟩ ∣y⟩) = ∣k⟩ ∣y ⊕ f(k)⟩

⊕ es el XOR bit por bit
Circuito de 2 × n qubits N ≤ 2n

EE (∣k⟩ ∣y⟩) = E (∣k⟩ ∣y ⊕ f(k)⟩) = ∣k⟩ ∣y ⊕ f(k) ⊕ f(k)⟩ = ∣k⟩ ∣y⟩

Ô⇒ E = E−1 es unitario



La compuerta NAND (clásica)

Q = ¬(A ∧B)

NOT A = A NAND A

A AND B = NOT (A NAND B)

A OR B = (NOT A) NAND (NOT B)



Compuerta de Toffoli o CCNOT

∣a⟩

∣b⟩

∣c⟩

∣a⟩

∣b⟩

∣c⊕ (a ∧ b)⟩

Si ∣a⟩ = 1 y ∣b⟩ = 1
el tercer qubit se inversa

∣a⟩

∣b⟩

∣1⟩

∣a⟩

∣b⟩

∣¬(a ∧ b)⟩ = ∣a NAND b⟩

Compuerta NAND cuántica



Sumador completo clásico 1-bit



Sumador completo clásico n-bits



Sumador completo cuántico 1-bit

∣A⟩

∣B⟩

∣CIN ⟩

∣0⟩

∣A⟩

∣B⟩

∣S⟩

∣COUT ⟩



Computación teórica (informalmente)

Para toda función Turing computable: f ∶ {0, 1}n → {0, 1}m
existe un circuito Cm

n tal que: Cm
n (x) = f(x) ∀x ∈ {0, 1}n

Si la complejidad algorı́tmica temporal de f es O(Tmn )
el tamaño del circuito Cm

n es O(Tmn polylogTmn )

También existe un circuito cuántico Qm
n que calcula f

con ∣Qm
n ∣ = O(∣Cm

n ∣) y un número de qubits O(n +m + ∣Cm
n ∣)



Algoritmo clásico de exponenciación módular
Para calcular ak (mod N) se escribe k en binario
y solo se calculan las potencias de dos correspondientes: a2i

Ejemplo 321 (mod 31)
21 = 16 + 4 + 1 321 ≡ 316+4+1 ≡ 316 × 34 × 31 (mod 31)
Podemos notar que: a2i+1 = a2×2i = (a2i)2
31 ≡ 3 (mod 31) 32 ≡ 9 (mod 31) 34 ≡ 92 ≡ 81 ≡ 50 ≡ 19 (mod 31)
38 ≡ 192 ≡ 361 ≡ 20 (mod 31) 316 ≡ 202 ≡ 400 ≡ 28 (mod 31)

321 ≡ 316 × 34 × 31 ≡ 28 × 19 × 3 ≡ 1596 ≡ 15 (mod 31)

La complejidad algorı́tmica es polinomial en el número de digitos



Exponenciación modular cuántica (2)

∣k⟩

∣y⟩
E
a,N

∣k⟩

∣y ⊕ ak⟩

El número de compuertas de E
es polinomial en n
n: número de dı́gitos de N

Si fijamos y=0, obtenemos el circuito que calcula ak modN :

∣k⟩

∣0⟩ = ∣0⟩
⊗n

E
a,N

∣k⟩

∣ak⟩



Circuito para el algoritmo de Shor

∣0⟩
⊗n

∣0⟩
⊗n

H⊗n
∣ψ0⟩

E
a,N

∣ψ1⟩

∣ψ0⟩ = 1√
2n

2n−1
∑
k=0
∣k⟩ ⊗ ∣0⟩ ∣ψ1⟩ = 1√

2n

2n−1
∑
k=0
(∣k⟩ ⊗ ∣ak⟩)

El circuito calcula todos los ak mod N para k ≤ N

Cómo conseguir el k que da ak ≡ 1 (mod N) ?


